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U radu se mo de li ra dvo faz no te čen je vo de i vaz du ha u krup no zr noj po roz noj sre di ni gde je, pri odre đe nim br zi na ma vaz du ha, 
osmo tre na po ja va ne sta bil nog te čen ja.  Naj pre, spro ve de na je li ne a rna ana li za sta bil no sti za pre min ski osred nje nih jed na či na, ko ja 
je po ka za la da osnov ni sta bi li zi ra jući fak tor pred stav lja ju ka pi lar ne si le, dok iner ci jal ne si le pro mo vi šu ne sta bil nost pri te čen ju.  Ko­
ri šćen jem dva na jče šće ko ri šće na kon sti tu tiv na mo de la za fun kci o nal nu za vi snost ka pi lar nog pri ti ska i za si će no sti po roz ne sre di ne, 
ut vr đe no je se po ja va ne sta bil no sti može oče ki va ti kod ma te ri jala re pre zen ta tivne krup no će zr na veće od 2 mm.  Kod man je krup no­
će, po ka­za no je da do ne sta bil nog te čen ja ne može da dođe, bez ob zi ra na na met nu tu br zi nu vaz du šne fa ze.  U ok vi ru rada, raz vi jen 
je i nu me ri čki mo del za re ša van je dvo faz nog te čen ja re ša van jem kom plet nih di na mi čkih jed na či na za obe fa ze (vo da i vaz duh), a ko ji 
je pri men jen za si mu la ciju ob jav lje nih la bo ra to rij skih ek spe ri me nata iz li te ra ture.  Mo del uspe šno re pro du kuje po ja vu ne sta bil nog 
te čen ja.
klju­čne­reči: dvo faz no stru jan je, po roz na sre di na 
Ab­sTrACT
The pa per de als with mo de ling of two pha se (wa ter­air) flow in co a r se po ro us me di um, whe re, af ter re ac hing so me air ve lo city, in­
sta bi lity of the flow oc curs. Fir stly, a li ne ar sta bi lity anal ysis has been con duc ted for one­di men si o nal ma cro sco pic mo del, which 
re ve a led that ca pil lary for ces are sta bi lity fac tor, whi le iner ti al for ces pro mo te in sta bi lity.  Uti li zing two, the most fre qu en tly ap pli ed 
con sti tu tive mo dels for ca pil la rity­sa tu ra tion re la ti on; it is fo und that in sta bi lity may be ex pec ted in ma te ri als with re pre sen ta tive 
gra in si ze of 2 mm and gre a ter.  In the ca se of smal ler gra in si ze, in sta bi lity can not oc cur, re gard less of im po sed air flow rate.  In 
ad di ti on, the pa per pre sen ts de ve lo ped nu me ri cal mo del for si mu la tion of two pha se flow in po ro us me dia with con si de ra tion of 
com ple te mo men tum equ a ti ons. The mo del is ap pli ed on re por ted la bo ra tory ex pe ri men ts, whe re ob ser ved in sta bi lity was suc ce­
ssful ly re pro du ced.
key­words: two pha se flow, po ro us me dia
1­­ uvod
Uti ski van je vaz du ha (pre ma ne kim aut o ri ma vaz du­
šno ra spr ši van je) pred stav lja jed nu od teh no lo gija 
za re me di ja ciju ak vi fe ra, kon ta mi ni ra nih pre sve ga 
isparl ji vim ug ljo­vo do ni cima [1, 2].  Ukrat ko, me to da 
se za sni va na pro ce su pre la ska za ga đen ja iz vo de u 
vaz du šnu stru ju to kom uti ski van ja i kon vek tiv nog 
tran spor ta ka ne za si će noj zo ni. Po red to ga, po je di ni 
istra ži va či pred lo žu uti ski van je vaz du ha kao meru za 
spre ča van je ši ren ja za ga đen ja pod zem nom vo dom 
[3], ili u cil ju po bol jšan ja sta bil no sti tla.
U pret hod nom pe ri o du, ve li ki broj ek spe ri men tal­
nih istra ži van ja (ka ko la bo ra­to rij skih, ta ko i „in si tu“) 
je ob jav ljen u li te ra turi [npr. 4, 5, 6, 7], sa cil jem da se 
raz­ja sne me ha niz mi dvo faz nog te čen ja na kon uti ski­
van ja vaz du ha u pret hod no za si će nu sre di nu.  U tom 
smi slu, pi o nir ska istra ži van ja su spro ve de na od stra­
ne Ji et al. (1993), gde je u sud od plek sig la sa, ispun jen 
stak le nim kug li ca ma odre đe nog pre čni ka, utis­ki van 
vaz duh u dno su da, a za tim vi zu el no osma tra na di­
stri bu cija vaz du ha iz me đu dna i slo bod nog ni voa 
vo de.  Ut vr đe no je da na ra spo red ga so vi te fa ze zna­
čaj no uti če preč­nik zr na, he te ro ge nost sre di ne, kao i 
na met nu ti pro tok vaz du ha.  Pri li kom opi ta u krup­ni­
jem ma te ri jalu (stak le ne kug li ce pre čni ka 4 mm), i pri 
pro to ku vaz du ha ve ćem od 10 L/min, osmo tre na je 
po ja va ne sta bil nog te čen ja ko ja se ma ni fe sto vala kao 
pra vil no pe ri o di čno pul si ran je she mat ski pri ka za no 
na sli ci 1.  Is ti fe no men u ek spe ri men tima sa prir od­
nim ma te ri ja lima su iz ve sti li i dru gi aut o ri.
Sli čan fe no men je raz ma tran u li te ra turi i kod po roz­
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nih re ak to ra (npr. re ak to ri za ok si da ciju) ko ji se ko ri ste 
u he mij skoj in du stri ji, gde je za raz li ku od raz ma tra­
nog prob le ma, pa ra le lan tok vo de i ga sa u re ak to ri ma 
usme ren na do le [8, 9].  Gro sser et al. (1988) su u ovom 
slu ča ju ana li ti čki do šli do odre đe nih zak lju ča ka ve za­
nih za ulo gu iner ci je kod na sta jan ja pul si ra ju ćeg to ka.
Cilj ovog rada je da se ana li zi ra slu čaj uti ski van ja vaz­
du ha u za si će nu sre di nu, u ko joj vla da ju hi dro sta ti čki 
uslo vi pre na met nu tog to ka vaz du ha, ka ko bi se pri­
me nom ana li ti čkih i nu me ri čkih ala ta do šlo do odre­
đe nih zak lju ča ka u ve zi sa na sta jan jem osmo tre ne 
ne sta bil no sti.  
2­­­ Te­o­rIJ­skA­rAz­MA­TrAN­JA
2.1   Osnov ne jed na či ne dvo faz nog stru jan ja 
u po roz noj sre di ni
Pod pret po stav kom ne sti šlji vo sti za obe fa ze, za ne­
ma ru jući tran sfer ma se iz me đu fa za i na kon osred­
nja van ja po ele men tar noj za pre mi ni, jed na či ne kon­
ti nu i teta i di na mi čka jed na či na se mo gu pi sa ti u sle­


















































































































gde in deks p oz na ča va fa zu (a – vaz duh, w – vo da), x
i
 
oz na ča va ko o rid nat ni pra vac, t vre me, r pred stav lja 
gu sti nu po je di ne fa ze, a za pre min ski udeo po je di­
ne fa ze, V
i
 kom po nen tu vek to ra br zi ne, p je pri ti sak 
i n vi skoz nost.  Po red to ga, ne op hod no je da bu de 
ispun jen uslov:
faa =+ wa      (3) 
gde je f po roz nost sre di ne.
Po sled nji član u jed na či ni (2) pred stav lja ot por sre di­
ne, od no sno raz me nu ko li­čine kre tan ja iz me đu fa za. 
Pri ma lim vred no sti ma br zi na, od no sno Rej nol do vog 
bro ja, ovaj član je li ne a rna fun kci ja br zi ne (Dar si jev 
za kon), dok se kod ve ćih br zi na obi čno opi su je kva­
drat nom fun kci jom br zi ne.  For mal no, ovaj član je re­
zul tat osred nja van ja osnov ne jed na či ne i pre la za sa 
mi kro raz me re (raz me ra pora sre di ne) na ma kro raz­
me ru je di ni čne za pre mi ne.  Ob zi rom na ne o dre đe­
nost struk tu re pora sre di ne, je di ni na čin da se ut vr di 
ova fun kci o nal na za vi snost je ste ek spe ri ment.  Ob zi­
rom na br zi nu kre tan ja me hu ri ća vaz du ha u krup no­
zr noj sre di ni, po ka za lo se da Dar si jev za kon u ovom 
slu ča ju ne važi.  Na pri mer, Co rap ci og lu et al. (2004) 
su u svo jim istra ži van jima br zi ne kre tan ja vaz du šnih 
me hu ri ća u za si će noj po roz noj sre di ni ko ri sti li Er gu­
nov izraz u ko me fi gu ri še kva drat ni član br zi ne, i ko ji 
je pom no žen ko rek ci o nim ko e fi ci jen tom ka ko bi se 
do bi lo sla gan je sa ek spe ri men tal nim re zu la tima [11]. 
U ovom radu je ta ko đe ko ri šćen Er gun­ov izraz, gde 
je uk lju čen i efe kat re la tiv ne pro pu sno sti za stru jan je 
u ne za si će noj sre di ni:
(4)
gde je d re pre zen ta tivna ve li či na zr na sre di ne, a k
pr
 
ko e fi ci jent re la tiv ne pro pu sno sti, ko ji je fun kci ja za­
si će no sti sre di ne.
Sli ka 1: She mat ski pri kaz ne sta bil nog stru jan ja to kom la­
bo ra to rij skog opi ta (Ji et al., 1993)
Di na mi čke jed na či ne (3) su kup lo va ne i kroz ka pi lar ni 
pri ti sak, za ko ji je pret po stav ljeno da za vi si sa mo od 
sa dr ža ja po je di nih fa za, od no sno za si će no sti:
( )awac fPPP a=−=     (5)
gde je P
c 
ka pi lar ni pri ti sak, a f em pi rij ska za vi snost.
2.2   1D ana li za sta bil no sti
U ovom de lu će se opi sa ti jed no di men zi o nalna (u 
ver ti kal nom prav cu) ana li za sta bil no sti dvo faz nog te­
čen ja u po roz noj sre di ni. U tom slu ča ju, jed na či ne (1) i 




















































ver ti kal na ko o r di nata, usme re na na gore.
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Može se pret po sta viti ustal je no, uni form no stru jan je 
vaz du ha i raz ma tra ti uslov pod ko jim do la zi do raz vo­
ja ne sta bil no sti.  Ustal je no i uni form no stru jan je vaz­
du ha u pret hod no za si će noj sre di ni, po dra zu meva da 
je br zi na vo de jed na ka nu li, pa se tak vo tak vo stru jan­
je može opi sa ti sle de ćim sku pom jed na či na:
    
      (8)
gde fi gu ri šu oz na ke ve li či na za ustal je no i uni form no 
stru jan je.
Sa da se može za da ti fluk tu a cija osnov nih ve li či na oko 
ustal je nog stan ja kao:
( ) ( )txtx ppp ,, 3'3 aaa +=
( ) ( )txVVtxV ppp ,, 3'333 +=
( ) ( )txPPtxP ppp ,, 3'3 +=    (9)
Za me nom izra za (9) u osnov ne jed na či ne (1) i (2) i na­
kon li ne a ri za cije, po dve jed na či ne kon ti nu i teta i di­
na mi čke jed na či ne se mo gu sve sti na jed nu, i to u 




































aA wwwww  (10)
gde su ko e fi ci jenti A­E fun kci je ve li či na za ustal je no i 
uni form no stru jan je, a ko je se da ju u Pri lo gu.  Fluk tu­
a cije se mo gu za da ti u si nu snom ob li ku:
( )[ ]txiw wχaa −= 3' exp    (11)
gde i pred stav lja 1− .
Uko li ko se po sta vi uslov da ima gi nar ni deo kom plek­
sne frek ven ci je w je jed nak nu li, i uzi ma ju ći u ob zir 
čin je ni cu da je kod ustal je nog stru jan ja br zi na vo de 
jed na ka nu li, izraz (10) se svo di na uslov:
   (12)





































gde je F = B/A.
Ana li zom iz ve de nog izra za (13) može se zak lju či ti da 
su pr va dva čla na uvek po zi tiv na i iza zi va ju ne sta bil­
nost, dok se dru ga dva čla na to me „su prot stav lja ju”. 
Na po min je se da je tre ći član u (13), u ko me fi gu ri še 
ka pi lar ni pri ti sak, uvek ne ga ti van. Dru gim re či ma, 
zna čaj po je di nih čla no va u ovom izra zu odre đu je na­
sta nak ne sta bil nog stru jan ja. 
Uko li ko izraz sa le ve stra ne oz na či mo sa W, nje go va 
vred nost se za poz na te pa ra me tre sre di ne i na met­
nu ti pro tok ga so vi te fa ze, može sra ču na ti.  Po zi tiv ne 
vred­no sti W  oz na ča vaju rast fluk tu a cija i ne sta bil no 
stru jan je, pri čemu br zi na stru jan ja ko ja za do vol java 
uslov (13) pred stav lja kri ti čnu br zi nu. 
Pror a čun izra za (13) je spro ve den za ma te ri jal iz gore 
po me nu tih opi ta (Ji et al., 1993), i to za zr na pre čni ka 
0,75 mm i 4 mm ka ko je pri ka za no u Ta be li 1. Kao što 
se može vi de ti, za fun kci o nal nu za vi snost ka pi lar ni 
pri ti sak – sa dr žaj vaz du ha, naj pre je ko ri šćen mo del 
van Ge nuc hten­a [12]:
   (14)
   (15)
   (16)
gde a
aw
 i m = 1 – 1/n  pred stav lja ju pa ra me tre mo de la 
(Ta be la 1), S
w





 ko e fi ci jenti re la tiv ne pro pu sno sti za vo du i vaz­
duh, re spek tiv no.
Na osno vu sli ke 2, može se zak lju či ti da za sre di nu 
pre čni ka zr na 0,75mm stru jan je je uvek sta bil no, bez 
ob zi ra na na met nu br zi nu stran ja ga so vi te fa ze.  Me­
đu tim, u slu ča ju pre čni ka 4 mm, ne sta bil nost se jav lja 
pri por noj br zi ni vaz du ha od 0,15 m/s, što je u skla du 
sa ek spe ri men tal nim po da ci ma.
U cil ju odre đi van ja re pre zen ta tivne ve li či ne pre čni ka 
zr na pri ko me može da dođe do po ja ve ne sta bil no sti, 
is ti po stu pak je spro ve den za pre čni ke 2 mm i 3 mm, 
za ko je su pa ra me tri ta kod je da ti u Ta be li 1.  Re zul ta ti 
su pri ka za ni na sli ci 3, i to ta ko da se vi di zna čaj po­
je di nih čla no va u jed na či ni (13).  Može se vi de ti da su 
dru gi i tre ći član do mi nan tni.  Sa po ve ćan jem pre čni­
ka zr na, kri ti čna br zi na se sman ju je, što je i oče ki va no 
ob zi rom na man ji zna čaj ka pi lar no sti kod krup ni jeg 
ma te ri jala.  Zna čaj ka pi lar no sti se la ko uoč a va, uko­
li ko se uk lo ni ovaj član iz (13), i ka da stru jan je po sta je 
uvek ne sta bil no.
Ta be la 1: Pa ra me tri ko ri šće ni u ana li zi sta bil no sti za 
po je di ne ma te ri jale
PA RA ME TAR / 
PRE čNIK 0,75MM 2,0MM 3,0MM 4,0MM JE DI NI CE
PO ROZ NOST 0,35 0,35 0,35 0,35 [­]
n 23.6 23.0 23.0 22,0 [­]
a
aw
5,99 16,0 23,0 150,0 [M­1]
P
d
0,15 0,055 0,037 0,028 [M]




Sli ka 2: Di ja gram vred no sti fun kci je W u za vi sno sti od na­
met nu te br zi ne ga so vi te fa ze
Ja sno je da ob lik ka pi lar ne kri ve uti če na re zul ta te 
ana li ze.  Zbog to ga je identi čan po stu pak spro ve den 
i za dru ga či ju fun kci o nal nu za vi snost, ko ja se ta ko đe 
če sto ko ri sti u li te ra turi [13]:
l/1−= wdc SPP     (17)
gde je P
d
 pri ti sak ula ska vaz du ha, dok je l in dex ra­
spo de le pora.  Poz na to je da ovaj mo del (Bro oks and 
Co rey) da je bol je re zul ta te kod krup no zr nih, dok se 
van Ge nuc hten­ov mo del pre po ru čuje za sit no zr ne 
ma te ri jale.  Naj zna čaj nija raz li ka iz me đu ova dva mo­
de la se og le da upra vo kod ste pe na za si ćen ja bli zu je­
dan. 
Pa ra me tri mo de la P
d
 i l ze raz ma tra ne ma te ri jale su 
odre đe ni ta ko da se ka pi lar ne kri ve što bol je pok la pa­
ju sa pret hod no ko ri šće nim mo de lom (Ta be la 1).  Ta ko 
odre đe ni pa ra me tri su isko ri šće ni za odre đi van je fun­
kci je W.  Re zul ta ti su prika za ni na sli ci 4, gde se može 
vi de ti da su do bi je ne ne što niže vred no sti kri ti čnih 
br zi na. Me đu tim, ge ne ral ni zak lju čak osta je is ti; ne­
sta bil no te čen je se može oče ki va ti isklju či vo za re pre­
zen ta tivne pre čni ke zr na veće od 2 mm.   
Sli ka 4: Di ja gra mi vred no sti fun kci je W  u slu ča ju ko ri­
šćen ja Bro oks­Co rey kri ve ka pi lar nog pri ti ska
3­­­ Nu­Me­rI­čkI­Mo­de­lI­I­re­zul­TA­TI­ 
sI­Mu­lA­CIJe
Ima ju ći u vi du re zul ta te gore pri ka za ne ana li ze, ja sno 
je da pri me na mo de la za sno va nog na Dar si je vom za­
ko nu, ni je adek vat na za si mu la ciju opi sa nih ek spe ri­
me nata.  Zbog to ga je ov de raz vi jen nu me ri čki mo­
del ko ji re ša va kom plet ne jed na či ne (1)..(4).  Mo del je 
za sno van na me to di ko na čnih za pre mi na, ta ko da su 
vek tor ske ve li či ne de fi ni sane na stra ni ca ma, dok su 
ska lar ne ve li či ne de fi ni sane u cen tru kon trol ne za­
pre­mi ne.  Za ra ču nan je vred no sti pri ti sa ka i br zi na 
u sva kom vre men skom ko ra ku, ko riš­ćen je HSMAC 
(Hig hly Sim pli fi ed Mar ker And Cell) me tod, gde je pri­
men je na Adams­Ba shforth she ma za vre men sku in­
te gra ciju kon vek tiv nih i vi skoz nih čla no va u di na mi­
čkim jed na či nama.  Sa ma HSMAC she ma je u odre đe­
noj meri ko ri go vana, ka ko bi se pri me ni la na dvo faz ni 
prob lem stru jan ja [10].  Za di skre ti za ciju kon vek tiv nih 
čla no va ko ri šće na je she ma tre ćeg reda ta čno sti, uz 
pri me nu TVD (To tal Va ri a tion Di mi ni shing) li mi te ra 
[10], ka ko bi se 
uman jio efe kat 
nu me ri čke di­
fu zi je i nu me ri­
čkih osci la ci ja. 
Mo del je pri­
men jen za si­
mu la ciju ek­
spe ri men ta sa 
uni  for m nom 
k r u p  n o  ć o m 
zr na pre čni ka 
4 mm, ko ji se 
na la zi u su du 
vi si ne 88 cm, 
ši ri ne 73 cm 
i deb lji ne 2,5 
cm, dok je ni vo 
Sli ka 3: Di ja gra mi vred no sti po je di nih čla no va fun kci je W  u za vi sno sti od na met nu te br zi ne ga so vi te 
fa ze: a) 2.0 mm pre čnik zr na, b) 3 mm pre čnik zr na.
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vo de na po čet ku ek spe ri men ta bio na 61cm od dna 
su da.  U sre di nu dna su da je uti ski van vaz duh pro to­
kom 10 L/min.
Do men je di sre ti zo van koc ka ma stra ni ce 2,5 cm, te se 
si mu la cija može sma tra ti ra van skom.  Pa ra me tri sre­
di ne, ko ri šće ni u si mu la ciji, su uze ti iz Ta be le 1.
Mo de lom je do bi je no stru jan je ko je kva li ta tiv no od­
go va ra opi su iz ek spe ri­me na ta (Ji et al., 1993), kao 
što je pri ka za no na sli ci 5 za je dan vre men ski pre sek. 
Na ža lost, kvan ti ta tiv no po re đen je ni je bi lo mo gu će 
usled ne do stup no sti od go va ra jućih po da ta ka.  Ipak, 
mo del pot vr đu je ulo gu iner ci jal nih čla no va u osnov­
nim jed na či nama. Na i me, opi sa no stru jan je ni je bi lo 
mo gu će si mu li ra ti uko li ko se uk lo ne iner ci jal ni čla­
no vi u jed na či nama (2), što pot vr đu je ulo gu iner ci je 
u ini ci ja li za ciji ne sta bil no sti. 
4­­­ zAk­lJu­čAk
U radu se pri ka zu je ana li za po ja ve ne sta bil no sti kod 
dvo faz nog stru jan ja vo de i vaz du ha u po roz noj sre­
di ni.  Ne sta bil nost se ma ni fe stuje kroz pul si ra juće 
stru jan je vaz du ha kon stan tne frek ven ci je.  Pri me nom 
ana li ze sta bil no sti u ver ti kal nom prav cu, ut vr đe no je 
da je na sta nak ne sta bil no sti odre đen zna ča jem iner­
ci jal nih i ka pi lar nih efe ka ta, pri čemu iner ci ja pro mo­
vi še, dok se ka pi lar nost su prot stav lja ne sta bil no sti. 
Ut vr đe no je da se ne sta bil nost kod stru jan ja može 
ja vi ti isklju či vo kod re pre zen ta tiv nog pre čni ka zr na 
ve ćeg od 2 mm, što od go va ra krup nom pe sko vi tom 
i šljun ko vi tom ma te ri jalu.  Kod sit ni jeg ma te ri jala, do 
ne sta bil nog te čen ja ne do la zi bez ob zi ra na in ten zi tet 
pro to ka vaz du ha.
U ok vi ru pri ka za nih istra ži van ja, raz vi jen je i nu me ri­
čki mo del za si mu la ciju dvo faz nog stru jan ja u krup ni­
jim ma te ri ja lima, van zo ne va žen ja Dar si je vog za ko­
na. Nu me ri čka si mu la cija je pot vr di la ulo gu iner ci je 
kod ini ci ja li za cije ne sta bil no sti, pri čemu je do bi je no 
kva li ta tiv no sla gan je re zul ta ta si mu la cije sa osmo tre­
nim stru jan jem to kom ek spe ri men ta.
prI­log
U na stav ku se da ju iz ve de ni izra zi za ko e fi ci jente u 







































































































































































































































Sli ka 5: Nu me ri čki mo del: a) ra spo red ga so vi te fa ze u jed nom vre men skom pre se ku, b) vek to ri Dar si je ve br zi ne vo de 
za is ti vre men ski pre sek
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